




Towards Low Energy Physics from the Heterotic String
von
Sau´l Noe´ Ramos Sa´nchez
We investigate orbifold compactifications of the heterotic string, addres-
sing in detail their construction, classification and phenomenological po-
tential. Based on the insight gained from grand unification theories, we
develop a successful strategy to search for models resembling the mini-
mal supersymmetric extension of the standard model (MSSM) in
 
6−II
orbifold compactifications. We find about 200 MSSM candidates with the
gauge group and the exact spectrum of the MSSM, and supersymmetric
vacua below the compactification scale. Among them, there are several
models with the following realistic features: R-parity, seesaw suppressed
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GSM ⊂ SU(5) ⊂ SO(10) ⊂ E6 ⊂ E8
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θ = ϑk | 0 ≤ k < N} 	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g1g2 = (θ1, nαeα)(θ2, mαeα) = (θ1θ2, nαeα + mαθ1eα) ∈ S . b 5 #96:fie
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g−1 = (θ, nαeα)−1 = (θ−1, −nαθ−1eα) . b 5 #76DIe




1  /fl. <='ffi ffi #%$B& .ffflfiffi @ /35fl').0 #%$& 1




E .9(  /fl< &(0 8/6$ffi#%ff$(ff$(:ffifi('70 ' ',<ff',@ ',$ffi0 #%.' 8)#%<ff<='7&
#fl0>"@ @ ',ffi.ff8 fifffl1flffi E 	$ ffifi(' (.')0',$ffi 24/fl."! 16fi/32 ')5fl',.71fl24' 2ff<ff<  /-8,+04/fl$ ffifi(' 8,#fl0' /  0 >"@ @ 'ffi. 8 /6.9(  /fl< &(0)1"2fi(',.'
























S ↪→ G , b 5 #96;e
W+,x? #  #	   fl%# #!&  $
G
fl(<fl+,	fiff<	}(,5,fi5;fi"l?x	fi5?fiffi8;(,ffi4(6fi"!,




k, nαeα) 7→ (kV, nαAα)
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I −→ XI + kV I + nαAIα
A
N × A M : XI −→ XI + kV I1 + `V I2 + nαAIα
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h = (θh, mαeα)
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h g h−1 = (θh, mαeα) (θ, nαeα) (θ−1h , −mαθ−1h eα)













[g] = {(θ, nαθheα + (  − θ)mαeα) | θ, θh ∈ P} . b 5 # 5 :fie
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[(  , nαeα)] = {(  , nαθheα) | θh ∈ P} . b 5 # 5 De
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• N = 1 r o rflfi 
• S ↪→ G +ffix:1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P ⊂ SU(3) ⊂  (6) . b 5 # 5 Ie




















SO(5)× SU(4)× SU(2) 1
4









G2 × SU(3)× SU(2)2 16(0, 1, 2, −3)
SU(6)× SU(2) 1
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F4 × SU(2)2 112(0, 1, 5, −6)
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N = 3, 4, 6, 7, 8, 12
<w	fi1 A
N × A M <
W,















































,SO	 # fl & ,   fl( 	{<	# fi# NME|	OW?B	(
T 6 = T 2 ⊗ T 2 ⊗ T 2 #^RTQ,_7	fi(fl(_b 5 # 5 ;Ie{<l?MTWfl(q"
	 A N fi,N"0fffl1(?L	1	fifi7	fiff


















 .9  /6<ff&(0 ff$ $(/fl$  #68 ffi/fl.	7#%9(<ff' ffi/fl.fi# 5fl' 9',',$ #%< 0/:'ffifl"ffi',$B0 ff5fl')<=> 0 ffi+&(='7& E(/fl. &('ffi#fl=< 0)1 0 ')' 'flE E  "1"  ffi E
/600 ff9(<ff'4.',< #3ffi=/6$A9'ffi!24',')$A/6.9  /6<ff&(0 /6$  #68 ffi/fl.	7#%9(<ff'#%$&A$(/fl$  #fl8 ffi/fl.	7#%9(<ff'4<ff#%ffi ffi 8'702 #fl0. 0!ffi 8,/fl$"! '78 ffi+.'7& ff$   ffi E












2 × A 2 12(0, 1, 0, −1) 12(0, 0, 1, −1)
A
2 × A 4 12(0, 1, 0, −1) 14(0, 0, 1, −1)
A
3 × A 3 13(0, 1, 0, −1) 13(0, 0, 1, −1)
A
2 × A 6 )TR 12(0, 1, 0, −1) 16(0, 0, 1, −1)
A
2 × A 6 ) R,R 12(0, 1, 0, −1) 16(0, 1, 1, −2)
A
4 × A 4 14(0, 1, 0, −1) 14(0, 0, 1, −1)
A
3 × A 6 13(0, 1, 0, −1) 16(0, 0, 1, −1)
A
6 × A 6 16(0, 1, 0, −1) 16(0, 0, 1, −1)
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v = (0, v1, v2, v3)
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g = (  , nαeα)
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(  , e1) w (ϑ, 0)(  , e1)(ϑ, 0)
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 , e1)
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(  , e2) w (ϑ, 0)(  , e2)(ϑ, 0)
−1 = ( 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V 21 − v21
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V 22 − v22
)






M (V1 · V2 − v1 · v2) = 0 mod 2 , b 5 #>E 5 E e
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g−→ θZ + nαeα , b 5 #HE@<Ie
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θ = ϑk ω`
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Zf = gfZf = θZf + nαeα ⇔ ( 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h = (ϑ, 0)
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%0 : |q〉R WN? q = ±( 12 , 12 , 12 , 12), ±(1, 0, 0, 0) ,
%1 : |q〉R WN? q = ( 12 , 12 , −12 , −12), (0, 1, 0, 0) ,
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(ϑ2, n5e5 + n6e6) 1(1, 2, 1)⊕ 1(3, 1, 1)⊕ 4(1, 1, 1)
(ϑ2, e3 + n5e5 + n6e6)
(ϑ2, e1 + e2 + e3 + n5e5 + n6e6) 2(1, 2, 1)⊕ 1(3, 1, 1)⊕ 1(3, 1, 1)⊕ 8(1, 1, 1)
(ϑ2, e1 + e2 + e3 + e4 + n5e5 + n6e6)
(ϑ2, e3 + e4 + n5e5 + n6e6) 1(1, 2, 1)⊕ 1(3, 1, 1)⊕ 4(1, 1, 1)
(ϑ2, e2 + e3 + e4 + n5e5 + n6e6)
(ϑ2, e2 + n5e5 + n6e6) 9(1, 1, 1)
(ϑ2, e1 + e2 + n5e5 + n6e6)
(ϑ2, e2 + e3 + n5e5 + n6e6) 3(1, 2, 1)⊕ 3(1, 1, 1)
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U 3(3, 1, 1) T2 15(3, 1, 1)
3(3, 2, 1) 12(3, 1, 1)
3(1, 2, 1) 36(1, 2, 1)
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g = (ϑk1ω`1, nαeα)
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N a, Nα bα, Nα cα, Nαβ dαβ = 0 mod 1 ,












































eα ' eβ fiD,a,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0 0 d1 d1 d2 d2
0 0 d1 d1 d2 d2
−d1 −d1 0 0 d3 d3
−d1 −d1 0 0 d3 d3
−d2 −d2 −d3 −d3 0 0
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Rai = 0 mod N
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(3, 2; 1, 1)1/6 qi
v
(1, 2; 1, 1)−1/2 `i
|
(1, 2; 1, 1)1/2 ¯`i

(1, 1; 1, 1)1 e¯i

(3, 1; 1, 1)−2/3 u¯i

(3, 1; 1, 1)1/3 d¯i  (3, 1; 1, 1)−1/3 di

(3, 1; 1, 1)1/6 vi  (3, 1; 1, 1)−1/6 v¯i
H



















(1, 2; 1, 1)0 mi

(1, 2; 1, 2)0 yi
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(1, 1; 1, 2)0 hi

(1, 1; 8, 1)0 wi






























































































































GSM × SO(8)× SU(2)× U(1)7 , 6 |V\ A7
g3658LHA:143FAJJ<?7O7`LHAK7O7{7O>PAC9e14BOYF5H7{NM5
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p → pi0e+ @













































































GSM ×Ghidden , 6 |V\X| 7
g36AKBOA














IMvF14<?5H/fi1O36AWJ<?7`7kJ<[14B`5H9KAC7 Mxx¯ I[S]143FAWA FI[145H9K7h<[/6U~<[7O7OYFJA{143=<p1k1O36A  7I?S1436Ac7O58/6NMLHAe147 s0i










































































0 s5 s6 s6
s5 0 s6 s6
s6 s6 0 s5




s5 s5 s5 s5
s5 s5 s5 s5
s6 s6 s1 s5
















s6 s6 s3 s6 s6 s1 s1
s6 s6 s3 s6 s6 s1 s1
s3 0 0 s3 0 s6 s6




s3 s1 s1 s1 s1
s1 s3 s3 s3 s3
s1 s3 s3 s3 s3
s1 s3 s3 s3 s3
s1 s3 s3 s3 s3
s1 s3 s6 s6 s3
s4 s2 s6 s2 s2





20× 20 b<[7O7^J<[1OBO5z Ms+s− 3=<?7T<?L87OIWb<p@58b<?L=BO<?/6 \ mT36A dd¯ J<?7`7^J<[14B`5z
5H7







NMY6587O3EvPAK10DACAC/~LHAC>@14IM/	U6IMY6vFLHAK1O7<?/6Uk5HN?NM7TU6IMY6vFLHAK1O7C\!mT36AKBOAKSXI?BOA: 7`5H/69KA{1O36Acb<?7`7Tb<p14BO5  M`¯`
















































































































































W = W (φi)







































































































<?9KY6Y6 〈φi〉 = 0 587y/6I?1y7OY6>PACB`7`aVJGAK1OBO589o<?7  SXI?B
g 6= 0 D143FAcA V14B4<R14AKBO ξ 5H/6U6YF9CAC7k +2v6BOAC<?lU6Ig/w<[1<7O9C<?LHAr1OI@ILu<[BONMAh1OIviA{BOAC<?LH587`1O5H9?\
s Y6>PACB`7`aVJGAK1OB`aB`ACJ<?5H/67nYF/VvFBOIM[AC/b5zS+<[/6UJI?/6L8at58SP1436Ag7O9C<?Lu<[Bn>iI?1OAC/x145H<?L=<?UFJ5z147!<oJ58/65HtY6







〈Da〉 = 0 ∀ a ,  |V\ q+?<




















































































































































qs \ RffiAK1tY67tA F>FLu<?58/s143F5H7t58/GIMBOAGU6Ae1;<?58LD<[/6U
>6B`IM>iI?7OAc<RJAe1436IVUfi14IR =/6U	7OY69;3"J6Iy#7K\
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9;3=<?B`NMAC7 −1 \wmT36AC/2DAd3=<  Adb<[/la # <[1tU65HB`AC9e145HI?/67:U6AC7`9CBO58viAKU'vxas1O36AbB`I@I?1O7tI?ST1O36AbAlY=<[1458IM/
2|〈φ1〉|2 − |〈φ2〉|2 − |〈φ3〉|2 = 0 \nmT36Ac7OIML8YF1458IM/67T<[BOAo1436Ar1O36BOAKAWUF5HBOAK9K1O5HIM/67
|〈φ1〉| = |〈φ2〉| = |〈φ3〉| = c ;  |@\rq  <
|〈φ2〉| = 0 , |〈φ3〉| =
√
2|〈φ1〉| = c′ ;  |@\rq  v 
|〈φ3〉| = 0 , |〈φ2〉| =
√









φ1 φ2 φ3 , φ1 φ
2






















= . . . =
|〈φk〉|√
nk














 |〈φi〉|2  AC/x14AKBO58/6NkA \  |@\rq;\]mT36A!7O>6<?9CAI?S=<[v67OIML8YF14A  <?L8Y6AC7 |〈φi〉| 5H7+10DI  UF5HGAC/67`5HIM/=<[L \
mT36Ak>iIDACBI?S+Y67`5H/6N{143FAkGIM/6IMG5u<[LH7 587!1O3=<[19;36AK9;V58/6Ntg36Ae1436AKB^9KACB`14<?5H/GGIM/6IMG5u<?L87 <?B`AkL85H/6AC<?BOLza
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I = φn11 s
n2



























































































































































<[9CY6Y69CIM/F 6NMY6B4<p145HI?/;:+>=<?BO<?GAK14B`5KACUZvxa 〈φ62〉 = −1/4 〈φ31〉
<?/FUs<[BOv65z14B4<[B`a
〈φ31〉 6= 0




























































































































m3/2 ∝ |〈W 〉|2 ,  |@\ M


















































5HIMYF77`AC9K1O5HIM/F7]U6IVAC7 /6I?15H/69KLHY6UFA1O36IM7OA9CI?/l1OBO58v6YF1458IM/67 viAK9q<?YF7OA:M<[1 1436587L8A

AKL :1436AeaW<?BOA3=<?B`U6L8a
















































































































 〈s˜i〉 ≈ s \ =BOIMjA \  |@\
g581O3





















B−L .¤	w P° b°






















|@\ x| :P1436AtNx<?Y6NMAW7`aVGJAe14B`a#NMB`IMY6> G4D N?5  AK/Z5H/#A \  |V\  
v6B`Aq<?l77O>PIM/x1;<?/6AKIMY67`L8a: <[7A @>iAK9K14AKU;:=14I





587 SXI?Y6BC\ mT365H7 g5HL8Ll1OY6BO/tIMYF1 14IrvPA

ACBQa
NMAK/6ACBO<?L 58/bGI@U6AKLH7!g581O3dBOAC<?LH587`14589TSXAq<[1OY6BOAK7T<?/6Ubg58LHL LHAC<?Ud58/J143FAr/6AeV1T7`AC9e145HI?/b14It1O36Ar9KIM/ )`AC9e14Y6B`A















































































































































GI@U6AKLH7+7`36IMY6L8Ut<[U6J5z1+7`>iIM/x14<?/6ACI?Y67  #+fiv6BOAC<?l5H/6N<[1 <[/W58/l1OACB`JAKU65u<[1OA 7O9C<?LHA[\
u
ACJ<?B`[<[v6L8a:581ffi587

































































































3658U6U6AC/ Jb<p1O14AKBb9KIM/x14AC/x1C\mT36A R <?/FU=<?Y|>PIMLHA#I?S{1436AZ3658U6U6AK/|7OAC9e14IMBfi587bU6Ae14AKBOG5H/6AKU|vla
g2Ghidden →∞
\ AC/69KA:=DAWIMv@1;<?58/























































































































































































































































g−2(MGUT) ≈ 2 :658/fi1436A{3658U6U6AC/	7OAK9K1OIMBg7`14B`5H/6NR1O36BOAK7O36IML8U#9KIMBOB`AC9e145HI?/67T9q<?/#<?Lz14ACBT5z147  <?L8Y6Ao<?7
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s˜ s˜5 0 s˜5 s˜5
s˜5 s˜ 0 s˜5 s˜5
0 0 0 s˜3 s˜3
s˜5 s˜5 s˜3 s˜6 s˜6
s˜5 s˜5 s˜3 s˜6 s˜6




































Re〈S〉 ≈ 2 :FDAWI?vF1;<?58/dSXBOIMA \  @\  
Λ ≈ MGUTe−pi2 ≈ 1012  A ,  @\   













































































































• /6I?/=<?/6IMJ<?L8IMY67{3xa@>PACB`9;3=<?B`NMAdI?ST1O36A  ACIMB`NM5 
  LH<?7O3FI 10aV>iA#: 5 \ A?\	9CI?/67O587`14AK/x1:g581O3Nx<?YFNMA
9CIMY6>FLH5H/FNRY6/658 69q<[1O5HIM/;:
• 1436B`ACAWopb<p1O14AKBTNMAC/FACB4<p145HI?/67T>6LHYF7  AC9e14IMB`LH58?A{Ae@I?1O5H9C7*:
































































V SO(10),1 V SO(10),2 V E6,1 V E6,2
Æ 36AC<  afi1OIM> M    

















mT36AZGI@U6AKLH7G74<[1O5H7QS a@58/6N2<[LHLIMY6Bb9KBO5z14ACB`5u<9: Á È :n^AZ9KIM/67`5HU6AKBJ143FAwJI?7`1d>FBOIMG5H7`5H/6Nop
9q<[/6U65HU6<[14AK7C\ rY6B:BOAK7OY6Lz147<?B`Ad>6B`AC7OAK/x14ACU5H/214<?v6L8A

\ @\#IMB`AdU6AK14<?5HL87t9C<?/fviAbSXI?Y6/6U'5H/    bv 
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SU(N)  SO(2N)  EN
  fl

   " ffifi  % fifl1fi%fl  fl  Á 
	 &








































<[LHAC/x1DJIVU6AKLH7ng581O3J10DI  5HLH7`IM/GLH5H/FAC7D<?BOA9CIM/F7O5HU 

ACB`ACU;:











































<?BO5H<?/69CA:g3F5H9;3_145HAK7o1436ANx<?YFNMA7O365zS 147c<?/6U  5HL87OIM/_LH58/6AC7
5H/Z1O36AR10^I	7OAK9K14I?BO7C\
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fl
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V\  143=<[1]1436B`AC7O3FIMLHUR9KIMBOB`AC9K1O5HIM/F7 J58NM3x1 AK/63=<?/69KA




























































¡9q<?L8LHAKUS¢<?G5HLzaB`A #=AK9K1O5HIM/7`aVJGAK1OB`afIMBff   
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fl















ud d , q d ` , ` ` e
<?/FU















ijklqi qj qk `l , κ
(2)







































  flfl"& fi 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&fiff fifi% ffi 

  fi (  %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fl&fi   12ffifi
q q q ` 
   fifi % ffi (fl ffififl



















































SO(10) → SU(5)× U(1)X → GSM × U(1)X ,  @\  
g36AKBOA{1436A{NMAK/6ACBO<[14IMB`7gI?S]3xaV>PACBO9;36<?BONMAW<?/6U










































SU(3)c × SU(2)L :6<?/wo J<[1`14ACB^NMAC/6AKB4<[1O5HIM/E3=<[7g1O36A lY=<?/x14Y6 /lY6tviAKBO7











+ (1,2)− 12 ,−1+ (1,1)1,1+ (1,1)0,1 ,
















(−1/2, 0) <?/6U (1/2, 0) :@BOAC7`>iAK9K1O5  AKL8a?\
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5H/	<?>F>iAK/6U65z ! I[S]B`AKS£\ ffi|v 
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1 F;&%¬9 % Ca@flJ
&^AeSXIMBOANMIM58/6N<?/xa|SXY6B`1O36ACB*:{1O36ACB`As587	< lY6AC7Q1458IM/ 1O3=<[1E^As3=<
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      
V SO(10),1 V SO(10),2

BO581OACB`5HIM/ Æ Æ Æ Æ
Å 7O>PAC9K1OBOY6 =  N?AC/6AKB4<[1O5HIM/67 +  AK9K1OIMBOL85H?A M     
Ç Ae@I?14589C7gU6AK9CIMY6>FLHAc<[1gIMB`U6ACBv       






	 fl"fl2  
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  ffi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
   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 "12   (%2&fl
	
  ffi 
ffi &fl%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%2 Æ  Æ %2fifl    ffi       fi   %2   	 ffififl fi 1 flfl"&/
% ffifl   2fl   2&  ffifi   fi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ffi&fi
	
















































9CI?Y6>6LH58/6N: 1O3=<[15H7*:!IM/21436I?7OA  	

Zo9C<?/6U658U=<[14AK7R74<[1O5H7QS a@58/6NZ7O58:Y6Lz1;<?/6AKIMY67`L8a9CB`5814AKBO5H< Æ


















B−L \flfi<[9;3  $C§ffie¦ :
/6A

ACBQ1436AKLHAK7O7:=9KIMBOB`AC7`>iIM/FUd14IR<tvF5HNtS¢<?G5HLza:I?S $"!$#&%(' fi ()" $"! % g58143bU65H7Q145H/F9K1T<[9C9CAK>F1;<[v6LHA
U(1)B−L
7`aVGJAe14B`5HAC7K\nmT36ACB`At<[BOAr10DIbBOAC<?7OI?/ESXI?By1436587g1OI3=<?>6>PAC/+*
• 60/J<?/xaw9C<?7OAK7o1436AKBOA<?B`A  AC9e14IMB`LH58?ARAe@I?1O5H9K7rg58143s Nx<?Y6NMAt9;3=<?BON?AC7{5HU6AK/x145H9C<?L1OId1436I?7OA
I?S lY=<?B`l7k<[/6UfiLHAK>F14IM/F7C\,=Y6BQ1436AKB:Fg5z1436IMY@1






B−L 9;3=<?B`NMAC7K\fi!<?9;3fi9;3FIM5H9KAr9q<?/fiL8Aq<?UJ14IR<tUF5.-iACBOAK/x1  <?/FUfi/6IM/=<?/FIMb<[LHIMY67!UFAK =/65z1458IM/bI?S B−L
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¡>=<?B`5810aM\AhLH5H7Q1D1O36Ao9CI?BOBOAK7O>PIM/6U658/6N:7`3658S 1O7:  58LH7`IM/
LH58/6AC7<?/FUwNMAC/FACB4<p14IMB`7kI?S 3laV>PACB`9;3=<?BON?AR<?/6U









































































±2 : 7`I~143=<p1]:]5zS^1O36A B−L Nx<?Y6NMAG7`aVGJAe14BQas587WvFBOIM[AC/'vxaff
 7tI?Sy1O36AC7`Ab =AKLHU67*:]1436AJb<p1O14AKB
>=<?B`5810a
(−1)3(B−L) 587D9KIM/67OAKB  ACUfi<?/FUb>6B`I?14IM/JU6AC9C<qaJUFY6A1OIWUF5HGAC/67`5HIM/1436B`ACAk<?/6UGSXIMY6B!IM>PACB4<p14IMB`7
fl fiffi! #"%$"'&("*)+$&(-,.$/1024315768$96:(#3<;% =2>&(@?'A#$;+"%&(@"*,B/1 .3<(@"%$	"%&C$2D #0768/E"'/1 .0
3(B−L) = 0 mod 2 FHG &/<;*/<;!(#3<;% 



































































B−L 9;3=<[BONMA:AlY=<?L1OI −1 \omT36587rAeF<?G>6LHAt<?>6>6L85HAK71OId1436A
BO58NM3x1 V36<?/6U6AKU	/FACYF1OBO5H/FIM7T14IviA{7Q14Y6U658ACU	5H/d1O36A{/6AeV1k7OAC9e1458IM/+\
















φ¯i (Mφ¯φ)ij φj ,
g36ACB`A Mφ¯φ =

s˜4 0 0 s˜
s˜ s˜3 s˜3 s˜6
s˜5 0 0 s˜3
s˜ 0 0 s˜3








































































Yu ∼ s˜2 Y (1)u + Y (3)u + s˜4 Y (4)u =
 0 0 s˜80 0 s˜8
s˜5 s˜5 s˜2


















































3 × 3 UFIg/ 
 k58NMNM7 YF[<q^<Zb<[1OBO5 AKJAKBONMAK7:vxa258/l1OACNMBO<[1458/6NwIMY@1<~>=<?58BtI?S

AK9K1OIMBOL85H?A
d− <?/FU d¯− lY=<?BOl7*:
Yd =
 1 s˜3 01 s˜3 0
s˜ s˜4 0
 .  @\1















3× 3 b<p14BO5 JACGACBON?AC7Tvxafi5H/x1OACNMBO<[1458/6N:IMYF1<R>=<[5HByI?S  AC9K1OIMB 
¡LH58?A
`− <?/6U ¯`− L8AC>F1OIM/67*:
Ye =
 1 1 s˜s˜ s˜ s˜2
0 0 s˜6
 .  @\1 
!
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Y6p<qy<W9CIMY6>FLH5H/FNM7n14IW1O36ALHAKS 1 V3=<?/FU6ACUJ/6ACYF1OBO58/6IM7C\nmT3FAh7OYF>iAKBO7`aVGJAe14B`5H97OACAK74<q JAK9;3=<?/6587O 587
U6AK7O9CB`5HvPACU	vxafi1436A{7OYF>iAKBO>PI?14AK/l1O5u<?L
W = Y ijν φ¯ `i Nj +
1
2





`i  i = 1, 2, 3
 <?BOAT143FAkY6>l10aV>iA k5HN?NM7!<?/6UJLHAC>@14IM/GU6IMY6vFLHAK1O7:V<?/6U














Yν ∼ 1 <?/6U M ∼ 1016 GeV : IM/6AJ3=<?7 mν ∼ 10−3eV \#mT36Ad7O9C<?LHAK7:I?ST1O36A
<[1OJIM7`>636AKBO5H9{<[/6UE7OIMLH<?BT/6ACY@14BO58/6IIM7O9K5HL8Lu<[1O5HIM/67*:   8 

√
∆m2atm ' 0.04 eV ,
√












































A:L8I@9C<?L $+7: 1436A Y6p<qy<b9KIMY6>6L85H/6N?7kU6IJ/6I?1k/6AC9KAC7`74<?B`5HL8a
>6B`AC7OAKB
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vPAcUFAC9CI?Y6>6LHAKU+\!mT365H7TB`AC7`Y6L81O758/fi1436AWo 7O>PAC9e14B`Y6 <[1gLHI AC/6AKBONM58AC7K\

5HG5HLH<?BOLza:p1436Ak7O5H/FNMLHAe1	










































B−L 9;3=<?B`NMAC7nSXIMB 1O36Akp b<p1O14AKBC\m6¡S B−L 5H7nv6B`IM?AK/Jvxa 	  7nI?SP =ACL8U67!9q<?B`B`aV5H/FNoA  AK/
9;3=<?B`NMAC7RYF/6U6ACB
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I?B ±2 B−L 9;3=<?B`NMAC7*:=1436A{Y6/lv6B`IM?AK/~Nx<?YFNMA{7`aVJGAK1OB`ab5H7



















<?/6ULu<?B`NMA ~< )`IMBO<?/=<#J<?7`7W14AKBOG7C\ sAb3=<

Ab9q<?L89CY6LH<[14AKUs143FA
3 × 39 Y6p<qy<wJ<[1OBO5z Yν <[/6U
39× 39 ~< )`IMBO<?/=<Gb<?7`7kJ<[1OBO5z M I?SnAP\  V\<mgY6>	14IJIMBOU6AKBh7`5z	5H/	1436Ac7O58/6NML8AK1 ff
 7C\gmT3=<[1



























1 s ss s2 s2
s s2 s2




















































M∗ ∼ 0.1 s5 Mstr ∼ 1014 GeV ,  V\  
SXIMBc1436Afi7Q14BO58/6Nw7`9q<?L8A

























1 1 cc c c2
0 0 0

















mνi ∼ (1, s2, s2)
v2u
M∗




5H7{143FAbU6Ig/ l10aV>PAk58NMNM7d	 \ =IMB





























































































































































































































   b  


  ~	} 
 biw

























QS*-x#><&<r?@/1<><21(ffi  )8EGF H431%,!K#&9')%h')5.',!$5=%,*"%N!$#&9'zU=*+?+')518,%J5195=8N4$*@8
N

NV ∈ Λ -x!$51%,*"*@7{',8,#>*+%!D/GU=*x/
A[/tr#>A[/1<$4$*+7$5=AC#>7D/H',5=8J519
N




























































































(−j)α, 0n0, 1n1 , . . . , jnj−α, . . . , (N − 1)nN−1) , 1 ≤ j ≤ N − 1 MP A{
-x#&',!
α = 0, 1
PZ "!$#&%M/H7$%)/H' /[?+5=7{'l/1#&7$%v%N')#&<><%N5=A[*C8,*+4$]$7$4$/17$?@#&*@%+P/H'N')#&?@*L')8,/17$%,<>/H')#&5=7$%R5190',!$*
%,!K#&9')%V/1AC5=]$7{')%C')5f/14K4$#>7$O ±1 ')5f/H7`*+U1*@7k7u]$AT2g*@8V5H9R*@7{')8N#>*@%[519 V P .7$*n?G/H7b')!u]$%/HB$B$<&Y



















α, β = 0, 1
%,]$?l!	')!D/H'














αi · V P  #&7$?@*R')!K5=%,*y8,5X51')%"-x#&',! αi · V 6= 0 /18,*vB$8,524N*@?+',*@4n51]K'





SO(32) −→ SO(2n0)× U(n1)× . . .× U(n(N2 −1))× SO(2nN/2) ,
yP 1 
8,*+?G/1<&<>#&7$OM')!$/H'











(±j)α,−(2N − j)β, 1n1, 3n3, . . . , (2N − j)n(2N−j)−α−β, . . . , (N − 1)nN−1) , yP10=
-x#&',!
j ∈ {N + 1, N + 3, . . . , 2N − 1} PS6'"#>%/1O{/1#&7Z7$51'0!D/18,4Z',5T?@517KFD8,A ')!D/'"/T%,!K#&9'U1*@?E')5=8"519
')!K#>%"u#>7$4	<>*@/14$%0',5^',!$*R2$8,*@/1u#>7$O
SO(32) −→ U(n1)× U(n3)× . . .× U(nN−3)× U(nN−1) . yP -1

 



























, . . . , N} P "!K*y8N*@%,]K<&')#&7$OT9;5=]$8"4K#>AC*@7$%N#>5=7D/H<O{/1]KO=*RO=8,5=]KB	#&%
SO(32) −→ SO(2n0)× U(n1)× . . .× U(n(N−32 ))× U(n(N−12 )) .
yP £=
 "!$*T%N!$#&9',%m5=2r'l/1#&7$*@4fl2uY	')!K*T/17$%H' /+*MO=#:U=*+7n#>7fl*@Łu%@PMP Cu 6yP{x/18N*v9;]$8_')!$*+8(8N*@%N',8)/1#&7$*@4e2uY
NV ∈ Λ /17K4y')!K*d8N*@Łu]$#>8N*@AC*@7{'')!D/'z9;5=<&<>5W-x%9;8,51A #>7{UH/18,#>/17$?+*c5H9K')!K*d5=8N2$#&9;51<>43BD/18_')#:')#>517.9;]$7$?+',#>5=7	
N
(






?@517$%,#&%N')*+7{'m-x#:')!w5=8,2K#&9;5=<&4?@5=ACBD/1?E')#&F$?G/H',#>5=7$%+P "!$*y/17$%' /@*VyP C{ 6MP{0?@5=7K%N')#:')]K',*fiff/1%"-d*v-x#&<><
%,*+*m#&7L')!$*I7$*EtX'c%,*+?+',#>5=7flff{',!$*m2$/1%,#&?"?@5=7$%_')8N]$?+',#>7$Ov2$<>5X?lu%d5H9O=*+7$*@8,/1<2
N ×  M %,!K#&9')%c/17K4CQk#&<>%,517
<>#&7$*@%+P
ffi  










E8×E8 5=8/H7 SO(32) 5=8,2$#:9;5=<>4ffuQS*+YX<g8,*ED*Etr#>517$%"/17$4V<\/H'N')#>?+*"')8)/H7$%,<>/H')#&5=7$%d/1<><&5-')5TA[/1H*(#&',%
*@7{',8,#>*+%h/1%z%NAV/H<><=/H%hBg5=%N%,#>2K<>*c/17$4R')5xO{/H',!$*@8',!$*@A #&7v2K<>5X?lX%
V ,-/.102&3


































V2 = (V2, ,-/.80<2 = , V2, ,-/.10265 , V2, ,-/.80<2+7 , . . .) ,
MP:1/{
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 ! ff fi
ff  ! ff   
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4V ∈ Λ  37 5 /  2
ff',!$*AV/H%,%,<&*@%N%,7$*+%,%C?@5=7$4K#&')#&5=7|*+ŁgP" rPKM/H7$4
*@ŁPh(P C{"#&%


















 ! ff fi
ff  ! ff   
 
?
 ff   
     b 

6 
   



























(A) G2 × SU(3)× SO(4) 12 6 8
(B) SU(3)× SO(8) 12 3 8
(C) SU(3)× SO(7)× SU(2) 12 3 8



























 ! ff   
6 




















  G2 × SU(3) × SO(4) 16(0, 1, 2, −3) 3A3 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ 0, A3 ≈ A4
   SU(3) × SO(8) 16(0, 2, 1, −3) 3A1 ≈ 2A5 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4 ≈ 0, A5 ≈ A6
!  SU(3) × SO(7)× SU(2) 16(0, 2, 1, −3) 3A1 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4 ≈ 0



































































n, n¯, η, η¯
P "!$#&%x#>%"8)/')!$*+8m/L?+]$8,#&5=%,#:'aYV')!$/17	/CB$8N5=2$<&*@A	P
 "!$#>%3%N#&',]D/H')#&5=7n#&%3%,#>AC#><>/18"')5-x!D/H'R#&%.5=2$%N*@8_U=*@4S2q*E'a-*+*@762$8,5H')!$*+83A[5X4$*@<&%.519 



















N ×  M 5=8,2K#&9;5=<&4$%@Ph "!$*@8N*+9;5=8N*fiffD/RU=*+8NY[#>7{')*+8,*@%_')#&7$OTŁu]$*@%_')#&5=7
-d5=]$<>4w2g*3')5L')8_YZ')5LFD7$4	5=]K'x-x!$*E')!$*+8I-d*v/18,*R%_')#><&<AC#>%N%,#>7KOL%,5=AC*+',!$#>7$OKP
 ffi












R1i = −1 mod 6 ,
∑
i
R2i = −1 mod 3 ,
∑
i

























 ' SU(4)  518,*@7{' /











































6  %  SU(6) × SU(2)
*+'3]K%3?@5=7$%N#>4$*+8
ff/1%./17j*EtK/1ACB$<>*=ff')!K*














3, 1/2, −√2/3, 0) ,
e3 = (−1/2, −
√
3/2, −1/2√3, 1/2, √2/3, 0) ,
e4 = (1, 0, −1/
√
3, 0, −√2/3, 0) ,
e5 = (−1/2,
√
3/2, −1/2√3, −1/2, √2/3, 0) ,





v = (0, 1/3, 1/6, −1/2) P" "!$*T<>/H',',#>?+*
#>%"#&<><&]$%N',8)/H',*@4#>7ZF$O$P (P&1P
.7$*R%,*@*+%I',!D/H'x')!K*y/H?+')#&5=7519













SU(6)×SU(2) P^.7$*^?G/H7S%N!$5W-')!$/H'3')!$*^5=7K<&Yn*+<>*+A[*+7u'R5H9 SO(6) ?@517u')/1#>7K#>7$OZ517$<&Y
    
 
 ! ff   
6 



















%,]KBq*+8,BD/18_')7$*+8,%Z?+5=#>7K?@#>4K*fiff0# P *HP`')!$* 
6
%_YrACAC*+')8_YsO=*@7$*+8)/H',*@4`2{Y























































































































































































































































































































































*   8  +   ) 76  
  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   )!9
 + ff>?"#ffi ffi(


  ; =;


       
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ffflfiffi !fi#"$!fi%&(')* "!fi+* fi"

3 SU(3)
3 3A1 ≈ 3A3 ≈ 3A5 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4, A5 ≈ A6

4 SU(4)
2 4A1 ≈ 4A4 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3, A4 ≈ A5 ≈ A6
SU(4)× SO(5)× SU(2) 4A1 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A3 ≈ A4, A4 ≈ 0








SU(6)× SU(2) 6A1 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ A5
G2 × SU(3)× SU(2)2 3A3 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ 0, A3 ≈ A4
SU(3)× SO(8) 3A1 ≈ 2A5 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4 ≈ 0, A5 ≈ A6
SU(3)× SO(7)× SU(2) 3A1 ≈ 2A5 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4 ≈ 0









SO(10)× SU(2) 2A4 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ 0, A4 ≈ A5




E6 3A1 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ A5, A6 ≈ 0
























































ffi#-≈ .  '  * 6 # 7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NαAα ≈ 0  '   
4 
 NαAα ∈ Λ 0/   ) +  6   
 
+* 8     














































SU(4) × SU(3) × SU(2) 
SU(4)2 
SU(3)3 
, 2 × , 4 SU(2)2 × SO(5)2 2A1 ≈ 2A2 ≈ 2A4 ≈ 2A6 ≈ 0; A3 ≈ A5 ≈ 0
, 2 × , 6 .0/ SU(2)2 × SU(3)×G2 2A1 ≈ 2A2 ≈ 0; A3 ≈ A4 ≈ A5 ≈ A6 ≈ 0
, 2 × , 6 .0/1/ G22 × SU(3) A1 ≈ A2 ≈ A3 ≈ A4 ≈ A5 ≈ A6 ≈ 0
, 3 × , 3 SU(3)3 3A1 ≈ 3A3 ≈ 3A5 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4, A5 ≈ A6
E6 3A1 ≈ 3A3 ≈ 0; A1 ≈ A2 ≈ A4 ≈ A5 ≈ A6
, 3 × , 6 SU(3) ×G22 3A1 ≈ 0; A1 ≈ A2, A3 ≈ A4 ≈ A5 ≈ A6 ≈ 0
, 4 × , 4 SO(5)3 2A2 ≈ 2A4 ≈ 2A6 ≈ 0; A1 ≈ A3 ≈ A5 ≈ 0






















, N × , M + "#2)  ffi     4  
 
















































3(0, 1, 1, −2) , 2 × , 2 12(0, 1, 0, −1) 12 (0, 0, 1, −1)
, 4
1
4(0, 1, 1, −2) , 2 × , 4 12(0, 1, 0, −1) 14 (0, 0, 1, −1)
, 6 .0/
1
6(0, 1, 1, −2) , 3 × , 3 13(0, 1, 0, −1) 13 (0, 0, 1, −1)
, 6 .0/1/
1
6(0, 1, 2, −3) , 2 × , 6− / 12(0, 1, 0, −1) 16 (0, 0, 1, −1)
, 7
1
7(0, 1, 2, −3) , 2 × , 6− /1/ 12(0, 1, 0, −1) 16 (0, 1, 1, −2)
, 8 .0/
1
8(0, 1, 2, −3) , 4 × , 4 14(0, 1, 0, −1) 14 (0, 0, 1, −1)
, 8 .0/1/
1
8(0, 1, 3, −4) , 3 × , 6 13(0, 1, 0, −1) 16 (0, 0, 1, −1)
, 12 .0/
1
12(0, 1, 4, −5) , 6 × , 6 16(0, 1, 0, −1) 16 (0, 0, 1, −1)
, 12 .0/1/
1
































E6 × SU(3)× E8 3(27, 3, 1) 27× 1(27, 1, 1)

















E6 × SU(3)× E6 × SU(3) 3(27, 3, 1, 1) 27× 1(1, 3, 1, 3)












SO(14)× E7 3(64, 1)
3(14, 1) 27× 1(14, 1)














SU(9)× SO(14) 3(84, 1)









































E8 × E8 49
1 +1 
 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   
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110, 2 , 05
´


























114, ! 1, 3
´






110, ! 1, 35
´





16, ! 1, 39
´





12, ! 1, 313
´
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, 0, 1, 0, 0, 0
)

























, 1, 0, 0, 0, 0
)

























, 1, 0, 0, 0, 0
)




























, 1, 1, 0, 0, 0
)













































, 0, 0, 0, 0, 0
)













































, 0, 0, 0, 0, 0
)



















































, 0, 1, 0, 0, 0
)































































































%5, N× , M    9ffi  ff
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B  (<% .I0:* *>71flD*>3
SO(32)
α1  (1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α2  (0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α3  (0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α4  (0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α5  (0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α6  (0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α7  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α8  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α9  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α10  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0)
α11  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0)
α12  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0)
α13  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0)
α14  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0)
α15  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1)
α16  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1)
X
$5$E<#  .5M71#>% ,/.ffB &=7:flD*&3
SO(32)
α∗1  (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗2  (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗3  (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗4  (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗5  (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗6  (1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗7  (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗8  (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗9  (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗10  (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗11  (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗12  (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0)
α∗13  (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0)







































































































 fl "$ 
E8
α1  (0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0)
α2  (0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0)
α3  (0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0)
α4  (0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0)
α5  (0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0)




















α8  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1)
	fiffi 
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α∗1  (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗2  (2, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0)
α∗3  (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0)
α∗4  (4, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0)




































































 ff   





        
          
B−L
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  	     
V − 13 12 12 0 0 0 0 0 12 − 16 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
A3
1
2 − 16 12 − 16 − 16 − 16 − 16 − 16 163 −5 − 173 −5 − 173 − 173 − 133 143
A5 − 12 − 12 0 12 12 0 0 0 134 − 174 − 134 − 134 − 134 − 134 − 94 94




2 − 13 − 13 − 13 0 0 0 0 0 0 0 0
tB−L 1 0 1 0 0 − 23 − 23 − 23− 112 − 12 52 − 12 52 52 112 − 52
V − 13 12 12 0 0 0 0 0 12 − 16 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
A3
1
2 − 16 12 − 16 − 16 − 16 − 16 − 16 − 23 0 23 0 23 23 323 − 323
A5 − 12 − 12 0 12 12 0 0 0 134 − 174 − 134 − 134 − 134 − 134 − 94 94




2 − 13 − 13 − 13 0 0 0 0 0 0 0 0
tB−L 1 0 1 0 0 − 23 − 23 − 23 − 16 − 12 16 − 12 16 16 16 − 16
V 13 − 12 − 12 0 0 0 0 0 12 − 16 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
A3
1





2 0 − 12 − 12 0 0 0 134 − 174 − 134 − 134 − 134 − 134 − 14 174
tY 0 0 0 − 12 − 12 13 13 13 0 0 0 0 0 0 0 0






3 −1 0 − 15 − 15 − 15 − 15 − 15 0
V 13 − 12 − 12 0 0 0 0 0 12 − 16 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
A3 − 12 − 12 16 16 16 16 16 16 13 0 0 23 0 53 −2 0
A5 0 − 12 − 12 − 12 12 0 0 0 4 −3 − 72 −4 −3 − 72 − 92 72
tY 0 0 0 − 12 − 12 13 13 13 0 0 0 0 0 0 0 0






3 −2 0 0 2 0 −6 0 0
V 13 − 12 − 12 0 0 0 0 0 12 − 16 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
A3 − 12 − 12 16 16 16 16 16 16 13 0 0 0 2 − 43 23 1
A5 0 − 12 − 12 − 12 12 0 0 0 4 −3 − 72 −4 −3 − 92 − 32 112
tY 0 0 0 − 12 − 12 13 13 13 0 0 0 0 0 0 0 0






3 −2 0 0 0 0 −2 −2 0










2 − 12 − 12 0 0 0 4 −3 − 72 −4 −3 − 92 − 32 112




2 − 13 − 13 − 13 0 0 0 0 0 0 0 0
tB−L 1 1 0 0 0 − 23 − 23 − 23 − 12 − 12 − 52 − 112 112 52 52 52










2 − 12 − 12 0 0 0 4 −3 − 72 −4 −3 − 92 − 32 112




2 − 13 − 13 − 13 0 0 0 0 0 0 0 0


































2 − 12 − 12 0 0 0 4 −3 − 72 −4 −3 − 92 − 72 72




2 − 13 − 13 − 13 0 0 0 0 0 0 0 0
tB−L 0 0 0 0 0 − 23 − 23 − 23 −2 0 0 2 0 −6 0 0










2 − 12 − 12 0 0 0 4 −3 − 72 −4 −3 − 92 − 32 112




2 − 13 − 13 − 13 0 0 0 0 0 0 0 0
tB−L 0 0 0 0 0 − 23 − 23 − 23 0 0 −4 0 0 23 − 23 − 23
V 13 − 12 − 12 0 0 0 0 0 12 − 16 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
A3 1 −2 − 43 − 43 − 43 − 43 − 43 53 2 −1 − 53 − 53 − 53 − 53 − 83 13
A5
1
2 0 0 0 −1 − 12 − 12 12 12 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12 32
tY 0 0 0 − 12 − 12 13 13 13 0 0 0 0 0 0 0 0






3 0 0 − 23 − 23 − 23 − 23 − 23 − 23
V 13 − 12 − 12 0 0 0 0 0 12 − 16 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
A3 1 −2 − 43 − 43 − 43 − 43 − 43 53 13 0 0 23 53 −2 0 0
A5
1
2 0 0 0 −1 − 12 − 12 12 12 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
tY 0 0 0 − 12 − 12 13 13 13 0 0 0 0 0 0 0 0








3 0 0 − 23 − 23 0 0 0










2 − 12 12 −1 0 0 32 − 32 − 32 − 32 − 12 − 52 − 32 32




2 − 13 − 13 − 13 0 0 0 0 0 0 0 0
tB−L 0 0 0 0 0 − 23 − 23 − 23 23 0 0 − 23 − 23 0 0 0
V 13 − 12 − 12 0 0 0 0 0 12 − 16 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
A3 − 12 − 12 16 16 16 16 16 16 5 −5 −5 − 163 −5 − 143 − 103 6
A5
1
4 − 14 − 14 − 14 − 14 14 14 14 1 −1 −1 −1 −1 − 12 72 6
tY 0 0 0 − 12 − 12 13 13 13 0 0 0 0 0 0 0 0
tB−L −1 −1 0 0 0 23 23 23 0 − 12 0 − 72 0 − 32 32 0
V 13 − 12 − 12 0 0 0 0 0 12 − 16 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
A3 − 12 − 12 16 16 16 16 16 16 103 0 −6 − 73 − 43 −5 −3 3
A5
1
4 − 14 − 14 − 14 − 14 14 14 14 1 −1 − 52 − 32 − 12 − 52 − 32 32
tY 0 0 0 − 12 − 12 13 13 13 0 0 0 0 0 0 0 0
tB−L −1 −1 0 0 0 23 23 23 72 − 12 0 32 32 0 0 0
V 13 − 12 − 12 0 0 0 0 0 12 − 16 − 12 − 12 − 12 − 12 − 12 12
A3 − 12 − 12 16 16 16 16 16 16 13 0 0 23 0 0 143 5
A5 − 14 14 − 14 − 14 − 14 14 14 14 54 − 54 − 34 − 54 − 54 − 54 14 94
tY 0 0 0 − 12 − 12 13 13 13 0 0 0 0 0 0 0 0
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{s˜i} = {χ1, χ2, s03, s05, s08, s09, s012, s015, s016, s022, s024, s035, s041, s043, s046, h2,
h3, h5, h9, h13, h14, h20, h21, h22} IKJ
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GSM ×Ghidden    & Ghidden = SO(8) . IffiJ P*)ML
2
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s˜4 0 0 s˜
s˜ s˜3 s˜3 s˜6
s˜5 0 0 s˜3
s˜ 0 0 s˜3
 . IKJ P10ML
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hu ∼ s˜2φ¯1 + φ¯3 + s˜4 φ¯4 , IKJ P 12 L
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hd ∼ φ2 + φ3 . IKJ P 1!1 L
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 0 0 s˜60 0 s˜6
s˜3 s˜3 1
 , Y (2)u =
 0 0 00 0 0
0 0 s˜6
 , IKJ P 1 O ML
Y (3)u =
 0 0 00 0 0
0 0 s˜6
 , Y (4)u =
 0 0 00 0 0
0 0 s˜6
 .
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Yu ∼ s˜2 Y (1)u + Y (3)u + s˜4 Y (4)u =
 0 0 s˜80 0 s˜8
s˜5 s˜5 s˜2
 . IKJ P 1 " L
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Yu ∼ s˜2 Y (1)u + Y (3)u + s˜4 Y (4)u =
 s˜7 s˜7 s˜8s˜7 s˜7 s˜8
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 s˜4 s˜4 s˜5 s˜5s˜4 s˜4 s˜5 s˜5
s˜5 s˜5 s˜6 s˜6
 , Y (2)d =
 1 s˜4 0 0s˜4 1 0 0
s˜ s˜ 0 0




 1 s˜4 0 0s˜4 1 0 0
s˜ s˜ 0 0
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Yd =
 1 s˜3 01 s˜3 0
s˜ s˜4 0
 . IKJ P 1 0ML
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0 0 s˜6 s˜6
0 0 s˜6 s˜6
s˜6 s˜6 0 s˜6





s˜ s˜5 0 0
s˜5 s˜ 0 0
0 0 s˜5 s˜5
























s˜ s˜5 0 s˜5 s˜5
s˜5 s˜ 0 s˜5 s˜5
0 0 0 s˜3 s˜3
s˜5 s˜5 s˜3 s˜6 s˜6





















0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 es6 es6 es6 0 es6 es6 es6
es6 0 es6 es6 0 es6 0 0 0 0 0 es6 es6 0 0 0 es6 0 0 0
es6 0 0 es6 0 0 0 0 0 0 es6 0 es6 0 0 0 es6 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 es6 es6 es6 0 es6 es6 es6
es6 0 es6 es6 0 es6 0 0 es6 0 0 0 es6 0 0 0 es6 0 0 0
es6 0 0 es6 0 0 0 es6 0 0 0 0 es6 0 0 0 es6 0 0 0
0 es 0 0 es5 0 es 0 0 es5 0 0 0 es6 es6 es5 0 es6 es6 es5
es5 0 es6 es5 0 es6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
es6 0 es6 es6 0 es6 0 es6 0 0 0 0 es6 0 0 0 es6 0 0 0
0 es5 0 0 es 0 es5 0 0 es 0 0 0 es6 es6 es5 0 es6 es6 es5
es5 0 es6 es5 0 es6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
es6 0 es6 es6 0 es6 0 0 0 0 es6 0 es6 0 0 0 es6 0 0 0
0 0 es6 0 0 es6 0 es6 0 0 es6 0 es5 0 0 0 es5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 es5 0 0 es5 0 0 0 es5 es5 es5 0 es5 es5 es5
0 0 0 0 0 0 es5 0 0 es5 0 0 0 es5 es5 es5 0 es5 es5 es5
0 0 0 0 0 0 es6 0 0 es6 0 0 0 es5 es5 es5 0 es5 es5 es5
0 0 es6 0 0 es6 0 es6 0 0 es6 0 es5 0 0 0 es5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 es5 0 0 es5 0 0 0 es5 es5 es5 0 es5 es5 es5
0 0 0 0 0 0 es5 0 0 es5 0 0 0 es5 es5 es5 0 es5 es5 es5
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0 0 0 s˜2 0 s˜6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 s˜6 0 s˜2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s˜2 s˜6 0 s˜6 0 s˜6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s˜6 s˜2 0 s˜6 0 s˜6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0






















0 es3 0 0 es6 0 es6 0 es6 es6 es6 es6 es6 es6 es2 es6 es6 0 0 0 0
0 es6 0 0 es3 0 0 es6 es6 es6 es6 es6 es6 es6 es6 es6 es6 0 0 0 0
es6 0 0 es6 0 0 es6 es6 0 0 0 0 es6 es6 0 0 0 0 0 0 0
es es2 es3 es5 es4 es4 es6 es6 0 0 es6 es6 es6 es6 es6 0 0 es6 es6 es6 es6
es6 0 0 es6 0 0 es6 es6 0 0 0 0 es6 es6 0 0 0 0 0 0 0
es5 es4 es4 es es2 es3 es6 es6 0 0 es6 es6 es6 es6 es6 0 0 es6 es6 es6 es6
0 0 es6 0 0 0 es6 es6 es6 es6 es6 es6 0 0 es3 es6 es6 0 0 0 0
0 0 es6 0 0 0 es6 es6 es6 es6 es6 es6 0 0 es3 es6 es6 0 0 0 0
es6 0 0 es6 0 0 es6 es6 0 0 0 0 es5 es5 0 0 0 0 0 0 0
es6 0 0 es6 0 0 es6 es6 0 0 0 0 es5 es5 0 0 0 0 0 0 0
0 es3 0 0 es3 0 es2 es6 es3 es3 0 0 es2 es6 0 0 0 0 0 0 0
0 es3 0 0 es3 0 0 0 0 0 es3 es3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 es6 es6 es6 es6 es6 es6 es6 es6 0 es6 es6 es3 es3 es3 es3
0 0 0 0 0 0 es6 es6 es6 es6 es6 es6 es6 es6 0 es6 es6 es3 es3 es3 es3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 es6 es6 0 0 0 es3 es3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 es6 es6 0 0 0 es3 es3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 es6 es6 0 0 0 es3 es3 0 0 0 0










0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 s˜4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 s˜3 s˜3 0 0 0 0
0 s˜4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 s˜3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 s˜4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 s˜3 s˜3 0 0 0 0
0 0 0 0 s˜4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 s˜3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 s˜3 0 0 s˜3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 s˜3 0 0 s˜3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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ij `i nj φ¯k + (Yn¯)
(k)









0 0 0 0 0 s˜3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 s˜3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 s˜6 0 s˜6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 s˜6 0 s˜6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
 , 
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0 s˜5 0 0 s˜4 0 0 0 s˜6 s˜6 s˜5 s˜5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 s˜4 0 0 s˜5 0 0 0 s˜6 s˜6 s˜5 s˜5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 s˜5 0 0 s˜5 0 0 0 0 0 1 s˜4 0 0 0 0 0 0 0 0 0







0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 s˜5 s˜5 0 0 0 s˜5 s˜5 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 s˜5 s˜5 0 0 0 s˜4 s˜4 0 0 0 0
0 s˜2 s˜6 0 s˜2 s˜6 0 0 0 0 s˜6 s˜6 0 0 0 s˜5 s˜5 0 0 0 0







0 s˜6 0 0 s˜6 0 0 0 0 0 s˜ s˜ 0 0 0 s˜5 s˜5 0 0 0 0
0 s˜6 0 0 s˜6 0 0 0 0 0 s˜ s˜ 0 0 0 s˜5 s˜5 0 0 0 0
0 s˜2 s˜6 0 s˜2 s˜6 0 0 0 0 s˜6 s˜6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 s˜2 s˜6 0 s˜2 s˜6 0 0 0 0 s˜6 s˜6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
 





0 s˜6 0 0 s˜6 0 0 0 0 0 s˜ s˜ 0 0 0 s˜5 s˜5 0 0 0 0
0 s˜6 0 0 s˜6 0 0 0 0 0 s˜ s˜ 0 0 0 s˜5 s˜5 0 0 0 0
0 s˜2 s˜6 0 s˜2 s˜6 0 0 0 0 s˜6 s˜6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 s˜2 s˜6 0 s˜2 s˜6 0 0 0 0 s˜6 s˜6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
 .
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Tk(n1,n2,n3,n4,n5,n6) ' # $,  + ,  k  ,,   + ,  




?>  ?@ ?A 	

	CBEDA qY q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 qB−L R1 R2 R3 γ(ϑ)
U1 (1,1,1,1) 0 − 12 − 12 12 52 0 0 0 2 −1 0 0 0 χ2
(1,1,1,1) 0 1 1 0 0 0 0 0 −2 −1 0 0 0 χ1
(3,2,1,1) 16 − 12 12 − 12 12 0 0 0 13 −1 0 0 0 q3
(1,1,8,1) 0 0 0 0 0 12 − 12 −1 12 −1 0 0 0 f¯1
U2 (1,1,1,1) 1
1
2 − 12 − 12 12 0 0 0 1 0 −1 0 0 e¯3







2 0 0 0 0 0 −1 0 0 s03
U3 (1,2,1,1) − 12 0 0 −1 1 0 0 0 0 0 0 −1 0 φ1
(1,2,1,1) 12 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 −1 0 φ¯1
T2(0,0,0,0,0,0) (1,2,1,1) − 12 − 13 0 0 1 0 23 0 0 − 23 − 13 0 0 φ2
(3,1,1,1) − 13 − 13 0 0 −1 0 23 0 − 23 − 23 − 13 0 0 δ1
(1,1,1,2) 0 23 0 0 0 0 − 13 −1 0 − 23 − 13 0 0 h18
(1,1,1,2) 0 23 0 0 0 0 − 13 1 −1 − 23 − 13 0 0 η2
(1,1,8,1) 0 23 0 0 0 0 − 13 0 − 12 − 23 − 13 0 0 f1
T2(0,0,1,1,0,0) (1,1,1,1) 0 − 56 12 − 16 − 56 − 13 − 13 23 0 − 23 − 13 0 23 s042
(1,1,8,1) 0 16 − 12 − 16 − 56 16 16 − 13 0 − 23 − 13 0 23 w4
(1,2,1,1) − 12 16 12 − 16 16 − 13 − 13 23 −1 − 23 − 13 0 13 `3
F fififi
    
















?>  ?@ ?A 	

	CBEDA qY q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 qB−L R1 R2 R3 γ(ϑ)
T2(0,0,0,1,0,0) (1,1,1,1) 0 − 13 0 23 − 53 13 − 13 − 23 0 − 23 − 13 0 23 s045
(1,1,1,2) 0 16 − 12 16 56 13 23 13 0 − 23 − 13 0 23 h23
(1,1,1,2) 0 16 − 12 16 56 − 23 − 13 13 1 − 23 − 13 0 0 η¯2
T2(1,0,0,0,0,0) (1,2,1,1) − 12 − 13 0 0 1 0 23 0 0 − 23 − 13 0 0 φ3
(1,1,1,1) 0 − 13 0 1 0 0 23 0 0 − 23 − 13 0 12 s041
(3,1,1,1) − 13 − 13 0 0 −1 0 23 0 − 23 − 23 − 13 0 0 δ2
(1,1,1,2) 0 23 0 0 0 0 − 13 −1 0 − 23 − 13 0 0 h20
(1,1,1,2) 0 23 0 0 0 0 − 13 1 −1 − 23 − 13 0 0 η3
(1,1,1,1) 0 − 13 1 0 0 0 23 0 −1 − 23 − 13 0 12 n11
(1,1,8,1) 0 23 0 0 0 0 − 13 0 − 12 − 23 − 13 0 0 f2
T2(1,0,1,1,0,0) (1,1,1,1) 0 − 56 12 − 16 − 56 − 13 − 13 23 0 − 23 − 13 0 23 s043
(1,1,1,2) 0 16 − 12 − 16 − 56 − 13 23 − 13 0 − 23 − 13 0 12 h22





6 − 56 − 13 − 13 23 −1 − 23 − 13 0 56 n12
(1,1,8,1) 0 16 − 12 − 16 − 56 16 16 − 13 0 − 23 − 13 0 23 w5
(1,2,1,1) − 12 16 12 − 16 16 − 13 − 13 23 −1 − 23 − 13 0 13 `4
(3,1,1,1) − 13 − 13 0 13 23 − 13 − 13 23 13 − 23 − 13 0 12 d1
T2(1,0,0,1,0,0) (1,2,1,1) − 12 − 13 0 − 13 − 23 13 − 13 − 23 0 − 23 − 13 0 16 φ4
(1,1,1,1) 0 − 13 0 23 − 53 13 − 13 − 23 0 − 23 − 13 0 23 s046
(3,1,1,1) − 13 16 12 16 − 16 13 − 13 − 23 − 23 − 23 − 13 0 12 δ3
(1,1,1,2) 0 16 − 12 16 56 13 23 13 0 − 23 − 13 0 23 h25
(1,1,1,1) 0 − 56 12 16 56 13 − 13 − 23 1 − 23 − 13 0 56 n¯15





4 − 34 14 14 12 − 12 0 1 − 12 0 − 12 12 s+14





4 − 34 14 14 12 − 12 0 1 − 12 0 − 12 12 s+18
(1,1,1,1) − 12 34 − 14 − 14 − 14 − 12 12 0 −1 − 12 0 − 12 0 s−19
T3(0,1,0,0,0,0) (1,1,1,2) 0 0 − 12 12 0 0 0 1 0 − 12 0 − 12 23 h14
(1,1,1,2) 0 0 12 − 12 0 0 0 −1 0 − 12 0 − 12 23 h13
(1,1,1,1) 0 0 12 − 12 0 1 0 0 −1 − 12 0 − 12 23 n9
(1,1,1,1) 0 0 − 12 12 0 −1 0 0 1 − 12 0 − 12 23 n¯13
T3(0,1,0,0,0,1) (1,1,1,2) 0 0 − 12 12 0 0 0 1 0 − 12 0 − 12 23 h16
(1,1,1,2) 0 0 12 − 12 0 0 0 −1 0 − 12 0 − 12 23 h15
(1,1,1,1) 0 0 12 − 12 0 1 0 0 −1 − 12 0 − 12 23 n10
(1,1,1,1) 0 0 − 12 12 0 −1 0 0 1 − 12 0 − 12 23 n¯14
T3(0,1,0,0,1,0) (1,1,1,1)
1





4 − 34 14 − 12 12 0 0 − 12 0 − 12 16 s+13
(1,1,1,1) 12
1
4 − 34 14 14 12 − 12 0 1 − 12 0 − 12 12 s+15
(1,1,1,1) − 12 − 14 − 14 34 − 14 12 − 12 0 0 − 12 0 − 12 16 s−13
(1,1,1,1) − 12 − 14 34 − 14 − 14 − 12 12 0 −1 − 12 0 − 12 56 s−16
(1,1,1,1) − 12 34 − 14 − 14 − 14 − 12 12 0 −1 − 12 0 − 12 0 s−15







4 − 34 − 12 12 0 − 23 − 12 0 − 12 23 v3
T3(0,1,0,0,1,1) (1,1,1,1)
1



















?>  ?@ ?A 	






4 − 34 14 − 12 12 0 0 − 12 0 − 12 16 s+17
(1,1,1,1) 12
1
4 − 34 14 14 12 − 12 0 1 − 12 0 − 12 12 s+19
(1,1,1,1) − 12 − 14 − 14 34 − 14 12 − 12 0 0 − 12 0 − 12 16 s−17
(1,1,1,1) − 12 − 14 34 − 14 − 14 − 12 12 0 −1 − 12 0 − 12 56 s−20
(1,1,1,1) − 12 34 − 14 − 14 − 14 − 12 12 0 −1 − 12 0 − 12 0 s−18







4 − 34 − 12 12 0 − 23 − 12 0 − 12 23 v4
T4(0,0,0,0,0,0) (1,1,1,1) 0
1
3 0 −1 0 0 − 23 0 0 − 13 − 23 0 0 s026
(1,1,1,1) 0 13 −1 0 0 0 − 23 0 1 − 13 − 23 0 0 n¯9
T4(0,0,1,0,0,0) (1,1,1,2) 0 − 16 12 16 56 − 23 13 13 0 − 13 − 23 0 23 h8
(1,1,1,2) 0 − 16 12 16 56 13 − 23 13 0 − 13 − 23 0 0 h7
(1,1,1,1) 0 − 16 − 12 − 56 56 13 13 − 23 1 − 13 − 23 0 23 n¯11
(3,1,1,1) 13
1









3 − 13 13 23 0 − 13 − 23 0 13 φ¯3
(1,1,1,1) 0 56 − 12 − 16 − 56 − 13 13 23 −1 − 13 − 23 0 23 n7
(3,1,1,1) 13 − 16 − 12 − 16 16 − 13 13 23 23 − 13 − 23 0 0 δ¯2
T4(−1,1,0,0,0,0) (1,1,8,1) 0 − 23 0 0 0 0 13 0 12 − 13 − 23 0 12 f¯3
(1,2,1,1) 12
1
3 0 0 −1 0 − 23 0 0 − 13 − 23 0 12 φ¯2
(1,1,1,1) 0 13 0 −1 0 0 − 23 0 0 − 13 − 23 0 0 s028
(1,1,1,2) 0 − 23 0 0 0 0 13 1 0 − 13 − 23 0 12 h5
(1,1,1,2) 0 − 23 0 0 0 0 13 −1 1 − 13 − 23 0 12 η¯1
(1,1,1,1) 0 13 −1 0 0 0 − 23 0 1 − 13 − 23 0 0 n¯10
(3,1,1,1) 13
1
3 0 0 1 0 − 23 0 23 − 13 − 23 0 12 δ¯1
T4(−1,1,1,0,0,0) (1,1,1,1) 0
5
6 − 12 16 56 13 13 − 23 0 − 13 − 23 0 56 s032
(1,1,1,2) 0 − 16 12 16 56 − 23 13 13 0 − 13 − 23 0 23 h10
(1,1,1,2) 0 − 16 12 16 56 13 − 23 13 0 − 13 − 23 0 0 h9
(1,1,8,1) 0 − 16 12 16 56 − 16 − 16 13 0 − 13 − 23 0 56 w3
(1,1,1,1) 0 − 16 − 12 − 56 56 13 13 − 23 1 − 13 − 23 0 23 n¯12
(3,1,1,1) 13
1
3 0 − 13 − 23 13 13 − 23 − 13 − 13 − 23 0 0 d¯4









3 − 13 13 23 0 − 13 − 23 0 13 φ¯4
(1,1,1,1) 0 13 0 − 23 53 − 13 13 23 0 − 13 − 23 0 56 s035
(1,1,1,2) 0 − 16 12 − 16 − 56 − 13 − 23 − 13 0 − 13 − 23 0 56 h12
(1,1,1,2) 0 − 16 12 − 16 − 56 23 13 − 13 −1 − 13 − 23 0 12 η1
(1,1,1,1) 0 56 − 12 − 16 − 56 − 13 13 23 −1 − 13 − 23 0 23 n8







2 0 − 13 0 13 − 16 − 13 − 12 0 q2
(1,1,1,1) 1 16 0 0
1
2 0 − 13 0 1 − 16 − 13 − 12 0 e¯2
(3,1,1,1) − 23 16 0 0 12 0 − 13 0 − 13 − 16 − 13 − 12 0 u¯2
(1,1,1,1) 0 23 − 12 12 0 0 − 13 0 0 56 − 13 − 12 0 s08
(1,1,1,1) 0 − 13 12 12 0 0 − 13 0 0 116 − 13 − 12 0 s09
(1,1,1,1) 0 − 13 12 12 0 0 − 13 0 0 − 16 23 − 12 0 s05
(1,1,1,1) 0 23
1
2 − 12 0 0 − 13 0 −1 56 − 13 − 12 0 n1
(1,2,1,1) − 12 16 0 0 − 32 0 − 13 0 −1 − 16 − 13 − 12 0 `2
F fififi
  
















?>  ?@ ?A 	

	CBEDA qY q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 qB−L R1 R2 R3 γ(ϑ)
(1,1,1,1) 0 − 13 − 12 − 12 0 0 − 13 0 1 116 − 13 − 12 0 n¯3
(1,1,1,1) 0 − 13 − 12 − 12 0 0 − 13 0 1 − 16 23 − 12 0 n¯2
(1,1,1,1) 0 16 0 0
5
2 0 − 13 0 1 − 16 − 13 − 12 0 n¯1
(3,1,1,1) 13
1







2 0 − 13 0 13 − 16 − 13 − 12 0 q1
(1,1,1,1) 1 16 0 0
1
2 0 − 13 0 1 − 16 − 13 − 12 0 e¯1
(3,1,1,1) − 23 16 0 0 12 0 − 13 0 − 13 − 16 − 13 − 12 0 u¯1
(1,1,1,1) 0 23 − 12 12 0 0 − 13 0 0 56 − 13 − 12 0 s015
(1,1,1,1) 0 − 13 12 12 0 0 − 13 0 0 116 − 13 − 12 0 s016
(1,1,1,1) 0 − 13 12 12 0 0 − 13 0 0 − 16 23 − 12 0 s012
(1,1,1,1) 0 23
1
2 − 12 0 0 − 13 0 −1 56 − 13 − 12 0 n2
(1,2,1,1) − 12 16 0 0 − 32 0 − 13 0 −1 − 16 − 13 − 12 0 `1
(1,1,1,1) 0 − 13 − 12 − 12 0 0 − 13 0 1 116 − 13 − 12 0 n¯6
(1,1,1,1) 0 − 13 − 12 − 12 0 0 − 13 0 1 − 16 23 − 12 0 n¯5
(1,1,1,1) 0 16 0 0
5
2 0 − 13 0 1 − 16 − 13 − 12 0 n¯4
(3,1,1,1) 13
1
6 0 0 − 32 0 − 13 0 − 13 − 16 − 13 − 12 0 d¯1
T5(0,0,0,0,1,0) (1,1,1,1)
1
2 − 112 14 14 14 − 12 − 56 0 1 − 16 − 13 − 12 12 s+1
(1,1,1,1) 12 − 112 14 14 14 12 16 0 0 116 − 13 − 12 12 s+3
(1,1,1,1) 12 − 112 14 14 14 12 16 0 0 − 16 23 − 12 12 s+2
(1,1,1,1) − 12 − 712 − 14 − 14 − 14 12 16 0 0 56 − 13 − 12 0 s−3
(1,1,1,1) − 12 512 − 14 34 − 14 12 16 0 −1 − 16 − 13 − 12 0 s−2
(1,1,1,1) − 12 512 34 − 14 − 14 12 16 0 −2 − 16 − 13 − 12 0 s−1
(3,1,1,1) − 16 512 − 14 − 14 34 12 16 0 − 13 − 16 − 13 − 12 12 v¯1
(1,2,1,1) 0 512 − 14 − 14 − 54 12 16 0 −1 − 16 − 13 − 12 12 m1
T5(0,0,0,0,1,1) (1,1,1,1)
1
2 − 112 14 14 14 − 12 − 56 0 1 − 16 − 13 − 12 12 s+4
(1,1,1,1) 12 − 112 14 14 14 12 16 0 0 116 − 13 − 12 12 s+6
(1,1,1,1) 12 − 112 14 14 14 12 16 0 0 − 16 23 − 12 12 s+5
(1,1,1,1) − 12 − 712 − 14 − 14 − 14 12 16 0 0 56 − 13 − 12 0 s−6
(1,1,1,1) − 12 512 − 14 34 − 14 12 16 0 −1 − 16 − 13 − 12 0 s−5
(1,1,1,1) − 12 512 34 − 14 − 14 12 16 0 −2 − 16 − 13 − 12 0 s−4
(3,1,1,1) − 16 512 − 14 − 14 34 12 16 0 − 13 − 16 − 13 − 12 12 v¯2
(1,2,1,1) 0 512 − 14 − 14 − 54 12 16 0 −1 − 16 − 13 − 12 12 m2
T5(0,0,1,1,0,0) (1,1,1,2) 0
1
6 0 − 23 − 56 − 13 − 13 − 13 0 − 16 − 13 − 12 23 h1
(1,1,1,1) 0 16 0 − 23 − 56 − 13 23 23 −1 − 16 − 13 − 12 13 n4
(1,1,1,1) 0 16 0 − 23 − 56 23 − 13 23 −1 − 16 − 13 − 12 23 n3
T5(0,0,1,1,0,1) (1,1,1,2) 0
1
6 0 − 23 − 56 − 13 − 13 − 13 0 − 16 − 13 − 12 23 h2
(1,1,1,1) 0 16 0 − 23 − 56 − 13 23 23 −1 − 16 − 13 − 12 13 n6
(1,1,1,1) 0 16 0 − 23 − 56 23 − 13 23 −1 − 16 − 13 − 12 23 n5
T5(0,0,1,1,1,0) (1,1,1,2)
1
2 − 712 − 14 112 − 712 16 16 − 13 1 − 16 − 13 − 12 0 x+1
(1,1,1,2) − 12 − 112 14 − 512 − 1312 16 16 − 13 −1 − 16 − 13 − 12 56 x−1
(1,2,1,2) 0 512 − 14 112 512 16 16 − 13 0 − 16 − 13 − 12 23 y1
T5(0,0,1,1,1,1) (1,1,1,2)
1
2 − 712 − 14 112 − 712 16 16 − 13 1 − 16 − 13 − 12 0 x+2
(1,1,1,2) − 12 − 112 14 − 512 − 1312 16 16 − 13 −1 − 16 − 13 − 12 56 x−2



















?>  ?@ ?A 	

	CBEDA qY q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 qB−L R1 R2 R3 γ(ϑ)
T5(0,0,0,1,0,0) (1,1,1,1) 0
1
6 0 − 13 56 13 23 − 23 0 56 − 13 − 12 23 s022
(1,1,1,2) 0 16 0 − 13 56 13 − 13 13 0 56 − 13 − 12 0 h3
(1,1,8,1) 0 16 0 − 13 56 − 16 16 13 0 − 16 − 13 − 12 23 w1
(1,1,1,1) 0 16 0 − 13 56 − 23 − 13 − 23 1 56 − 13 − 12 0 n¯7
T5(0,0,0,1,0,1) (1,1,1,1) 0
1
6 0 − 13 56 13 23 − 23 0 56 − 13 − 12 23 s024
(1,1,1,2) 0 16 0 − 13 56 13 − 13 13 0 56 − 13 − 12 0 h4
(1,1,8,1) 0 16 0 − 13 56 − 16 16 13 0 − 16 − 13 − 12 23 w2
(1,1,1,1) 0 16 0 − 13 56 − 23 − 13 − 23 1 56 − 13 − 12 0 n¯8
T5(0,0,0,1,1,0) (1,1,1,1)
1
2 − 712 − 14 512 1312 − 16 16 − 23 2 − 16 − 13 − 12 16 s+8
(1,1,1,1) 12 − 112 14 − 112 − 1712 − 16 16 − 23 0 56 − 13 − 12 16 s+9
(1,1,1,1) 12
5
12 − 14 − 712 1312 − 16 16 − 23 1 − 16 − 13 − 12 13 s+7
(1,1,1,1) − 12 − 112 14 − 112 712 − 16 16 − 23 0 116 − 13 − 12 13 s−9
(1,1,1,1) − 12 − 112 14 − 112 712 − 16 16 − 23 0 − 16 23 − 12 13 s−8
(1,1,1,1) − 12 − 112 14 − 112 712 − 16 16 43 −1 − 16 − 13 − 12 0 s−7
(3,1,1,1) 16
5
12 − 14 512 112 − 16 16 − 23 13 − 16 − 13 − 12 56 v1
(1,2,1,1) 0 − 112 − 34 − 112 − 512 − 16 16 − 23 1 − 16 − 13 − 12 12 m3
T5(0,0,0,1,1,1) (1,1,1,1)
1
2 − 712 − 14 512 1312 − 16 16 − 23 2 − 16 − 13 − 12 16 s+11
(1,1,1,1) 12 − 112 14 − 112 − 1712 − 16 16 − 23 0 56 − 13 − 12 16 s+12
(1,1,1,1) 12
5
12 − 14 − 712 1312 − 16 16 − 23 1 − 16 − 13 − 12 13 s+10
(1,1,1,1) − 12 − 112 14 − 112 712 − 16 16 − 23 0 116 − 13 − 12 13 s−12
(1,1,1,1) − 12 − 112 14 − 112 712 − 16 16 − 23 0 − 16 23 − 12 13 s−11
(1,1,1,1) − 12 − 112 14 − 112 712 − 16 16 43 −1 − 16 − 13 − 12 0 s−10
(3,1,1,1) 16
5
12 − 14 512 112 − 16 16 − 23 13 − 16 − 13 − 12 56 v2
(1,2,1,1) 0 − 112 − 34 − 112 − 512 − 16 16 − 23 1 − 16 − 13 − 12 12 m4
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